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¿Aprendizaje no supervisado?

Dado un input de features {x1, x2, . . . , xm}, El aprendizaje no supervisado
consiste en encontrar patrones subyacentes en los datos, sin ningún tipo de
constraint externo (ésta es la principal diferencia con el aprendizaje
supervisado). Además, permite encuentrar subgrupos naturales, que
presentan propiedades similares entre si, y comprimir los datos a lo largo de
los patrones encontrados para reducir la dimensionalidad del problema.
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Objetivo
Partir las observaciones en subgrupos (clusters), tal que la similaridad entre
las observaciones pertenecientes al mismo cluster es mayor que aquéllas en
diferentes clusters.

Tipos de clustering
1 Hard Clustering, en el que cada observación pertenece a un cluster.

2 So� Clustering, que da una probabilidad de pertenencia de las
observaciones a cada cluster.
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Elementos de un clustering

Matriz de (dis)similaridad. Suele ser representada por una matriz de
distancias D de tamaño N × N , donde N como siempre es el número de
observaciones.

Para cada feature, tenemos una métrica de similaridad entre cada par de
observaciones dj(xij, xi′j).

La similaridad de dos observaciones viene dado entonces por:

D(xi, xi′) =

m∑
j=1

wjdj(xij, xi′j) (1)

Los algoritmos de clustering se diferencian en la elección de la métrica
que define la matriz D.
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Algoritmos de clustering (en scikit)
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Clustering: Optimización de distancias

La pertenencia de las observaciones a los clusters se obtiene minimizando las
distancia de los puntos pertenecientes a un mismo cluster (within cluster
distance)

W ∝
K∑

k=1

∑
i∈k

∑
i′∈k

d(xi, xi′) (2)

o maximizando la distancia entre puntos de diferente cluster (between cluster
distance)

B ∼
K∑

k=1

∑
i∈k

∑
i′3k

d(xi, xi′) (3)
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K-means

Se basa en la distancia euclidea entre las observaciones

d(xi, xi′) =

m∑
j=1

(xij − xi′j)2 = |xij − xi′j|2 (4)

La distancia de las observaciones dentro del cluster es

W ∝
∑
i∈k
|xi − µk|2 (5)

donde µk define las coordenadas del centroide de dicho cluster K.

K-means busca minimizar esta cantidad asignando cada observación al
cluster K dado por su centroide más cercano.
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K-means

Este algorimo se implementa de la siguiente manera:

1 Se eligen arbitráreamente los k centroides C = (µ1, µ2, . . . µk).

2 Para cada i ∈ 1, . . . , k, se define el cluster Ci como el conjunto de puntos
más próximos a µi.

3 Para cada i ∈ 1, . . . , k, se actualizan los centros tomando la media de los
puntos pertenecientes a cada cluster µi = 1

Nci

∑
i∈Ci xi.

4 Se repiten los dos pasos anteriores hasta que no haya más cambios.

En cada paso, W se va reduciendo, aunque puede pasar que caigamos en un
mínimo local debido a la elección del punto inicial. Por ello, es conveniente
correr el algoritmo con varios puntos iniciales diferentes y elegir la solución
con el menor valor de W .
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En scikit, se puede encontrar en cluster.KMeans
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Gaussian Mixtures

Puede verse como un so� K-means.
La probabilidad total de cada observación viene dada por

L =
∏
i

p(xi) (6)

p(xi) ∝
∑
k

αip(xi|µk,Σk)

∝
∑
k

αiNi(µk,Σk) (7)

Es decir, que cada cluster viene representado por un centroide µk y una
matriz de covarianza Σk .
Cada observación es asignada una probabilidad de pertenencia a cada
cluster como

p(k|xi) = Ni(xi|µk,Σk) (8)

Cada observación es asignada al cluster con probabilidad mayor.
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Gaussian Mixtures

La forma de calcular µ y Σ (y por tanto las probabilidades de pertenencia a
cada cluster) es parecido a k-means, maxímizando en este caso L

1 Se toma un valor inicial para µk , Σk y αk

2 Se calcula un nuevo p(k|xi) y nuevo L

µk → µk =

∑
i p(k|xi)xi∑
i p(k|xi)

(9)

Σk → Σk =

∑
i p(k|xi)(xi − µk)T (xi − µk)∑

i p(k|xi)
(10)

En scikit, se puede encontrar en mixture.GaussianMixture
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DBSCAN

Considera los clusters como áreas de alta
densidad separadas por áreas de baja.

La densidad está definida por el número
de minPts y y el radio ε.

Un core point es un punto dentro de un
objeto con más de minPts

Border points son aquéllos puntos
conectados con algún core point, pero no
forma parte de un cluster.

Noise point son aquellos no conectados
con ningún punto core
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DBSCAN

El algoritmo funciona de la siguiente forma:

1 Calcular dentro del radio ε los vecinos de cada punto.

2 Identificar como core points aquéllos que tengan mas de minPts vecinos.

3 Identificar los core points como un cluster.

4 Asignar cada border point al cluster vecino.

5 Los noise points se quedan como tal.

En scikit: cluster.DBSCAN
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Hierarchical Clustering

A diferencia de K-means, hierarchical clustering no requiere elección de
antemano del número de clusters.

Basado en la métrica de disimilaridad entre grupo de observaciones,
produce clusters en multi-escala.

Puede ser aglomerativo (bo�om-up) o divisivo (top-down)
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Agglomerative Clustering

Empieza con cada observación representando un solo clúster.

Se escoge la métrica de la distancia (euclidea, coseno, manha�an...)

Se van uniendo observaciones con la distancia más pequeña al cluster
según el linkage:

1 Ward, la diferencia entre distancias de puntos (la varianza) dentro de cada
cluster.

D ≡ min
∑
k

∑
i∈ck

∑
i′∈ck

dii′ (11)

2 Average, la distancia media entre par de clusters

D(c1, c2) ≡ max
1
Nc1

1
Nc2

∑
i∈c1

∑
i′∈c2

dii′ (12)

3 Complete, la maxima distancia entre observaciones de pares de clusters

D(c1, c2) ≡ maxi∈c1,i′∈c2dii′ (13)
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Agglomerative Clustering

En scikit: cluster.AgglomerativeClustering
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Métricas

Si sabemos los labels, algunas métricas son

Adjusted Rand index, que mide la similaridad entre dos clusterings
considerando todos los pares y contanto aquellos que son asignados al
mismo cluster tanto en las predicciones como en el verdadero. En scikit:
metrics.adjusted_rand_score
Adjusted Mutual Information (AMI), que mide el agreement entre
clustering predicho y los labels conocidos midiendo la información
mutua y ajustándolo por chance. En scikit:
metrics.adjusted_mutual_info_score
Homogeneidad, que mide si cada cluster contiene sólo miembros de una
sola clase. En scikit: metrics.homogeneity_score
Completitud, que mide si todos los miembros de una sola clase son
asignados al mismo cluster. En scikit: metrics.completeness_score
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¿Cuántos clusters coger?
Si no sabemos los labels, lo que tenemos que medir es la calidad de las
particiones obtenidas. Básicamente, para este caso, el número de clusters a
escoger es desconocido.

Elbow method
1 Usar un método de clustering

con diferentes k’s

2 Para cada k, calcular la
distancia total dentro.

3 Plotear la curva para los
diferentes número de k.

4 El punto en el que la pendiente
cambia (el "codo"), suele dar la
mejor indicación del número de
clusters
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¿Cuántos clusters coger?

Si no sabemos los labels, lo que tenemos que medir es la calidad de las
particiones obtenidas. Básicamente, para este caso, el número de clusters a
escoger es desconocido.

Silhouette method
1 Usar un método de clustering

con diferentes k’s

2 Para cada k y punto i, calcular
la métrica silhoue�e si

si =
bi − ai

max(ai, bi)
(14)

3 Tomar el k donde la media de
los silhoue�e es máxima.
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Motivación

Habíamos dicho que uno de los problemas más comunes y graves en
machine learning es el del Overfi�ing, ya que arruina el poder de
generalización de nuestro modelo.

Este problema suele estar relacionado con un exceso de complejidad,
asociado a una dimensionalidad muy alta, que en muchos casos sólo
aporta información redundante.
Existen por tanto dos formas (pueden ser complementarias) de atacar el
problema de la alta dimensionalidad:

1 �edarnos sólo con aquellas features más relevantes (feature selection)
2 Encontrar un subset de nuevas variables, combinación de las originales,

manteniendo la misma información original (reducción de la
dimensionalidad)
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Motivación

Además, las técnicas de reducción de la dimensionalidad permiten:

Comprimir los datos y reducir espacio de almacenamiento

Liberar demanda de poder computacional

Usar algoritmos no apropiados para altas dimensiones

Visualizar mejor los resultados
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PCA

Probablemente, la técnica de reducción de la dimensionalidad más usada

Convierte un conjunto de features posiblemente correlacionadas en una
serie de features (componentes principales) no correlacionadas

Las componentes principales son ordenadas según la información total
que retienen de los datos originales

El número de componentes principales diferentes son min(N − 1,m)
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PCA

La primera PC representa una línea que ajusta distancia mínima a ella
La segunda PC representa una línea que ajusta distancia mínima a ella y
que es perpendicular a la primera PC.
Las componentes principales son entonces una serie de direcciones que
ajustan la distancia mínima a ellas y son ortogonales entre si
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Matemática de la PCA

Suponemos que existe una función f que aproxima las observaciones:

f (λ) = µ+ Vqλ (15)

donde µ = (µ1, . . . , µm)T , Vq = (v1, . . . , vp)T y λ = (λ1, . . . , λp)
T ,∑p

q=1 |vq|2 = 1.

La diferencia con lo observado se puede calcular a partir de los residuos

RSS =

N∑
i=1
|xi − µ− Vqλi|2 (16)

Minimizando para µ y λi nos da

µ =< x > (17)

λi = V T
q (xi− < x >) (18)
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Matemática de la PCA

Sustituyendo en los residuos da

RSS =

N∑
i

∣∣(xi− < x >)− Hq(xi− < x >)
∣∣2 , (19)

con Hq = VqV T
q

La matrix Hq se conoce como la matriz de proyección, que mapea xi en
un subespacio p y lo devuelve al espacio original.
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La ecuación anterior se puede escribir como

RSS = 2(
N∑
i=1
|xi− < x > |2 − |V T

q (xi− < x >)|2)

= 2(
N∑
i=1
|xi− < x > |2 − |(

∑
i

V T
q (xi− < x >))|2 + |Var(Vqxi)|2)

Por lo tanto, para minimizar RSS, significa que tenemos que maximizar
la suma de las varianzas a lo largo de las p direcciones y minimizar los
términos cruzados (la covarianza)
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Matemática de la PCA

Esto es similar a encontrar los autovalores de la matriz de covarianza,
que a veces quede ser muy ineficiente.
Más eficientemente, mediante singular value decomposition (SVD)

SVD
Centramos o estandarizamos la matriz de features X con
dimensiones N ×m.

Se construye la decomposición en valores singulares de X como

X = UDV T (20)

U es una matriz ortogonal N × p, cuyas columnas se conocen como
vectores singulares izquierdos, las columnas V T como vectores
singulares derechos y D es la matriz diagonal p × p con elementos
d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dp ≥ 0.
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PCA

Las columas de U representan los vectores principales, ortogonales entre
si y cuya combinación linear permite reconstruir los datos originales.

D es diagonal y muestra la importancia (mayor varianza) de cada
componente principal.

Las columnas de V T muestran la relación entre los features y las
componentes principales.
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En scikit está implementado por decomposition.PCA
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Factor Analysis

Asume que los datos X se pueden descomponer de la siguiente manera

X = WH + M + E (21)

donde H es una matriz de factores gaussianos latentes, W el peso de
estos factores latentes, M es un factor que cambia el origen de
coordenadas y E representa el ruido, también gaussiano, con media 0 y
covarianza Ψ, i.e. , ε ∼ N (0,Ψ), donde Ψ = diag(ψ1, . . . , ψm).

Asumiendo p(x) = N (µ,WW T + Ψ), los coeficientes de W pueden ser
calculados mediante maximum Likelihood Estimation (MLE).

Puede producir resultados similares a PCA, pero a diferencia de ésta, sus
factores latentes no tienen por qué ser ortogonales.

En scikit está implementado por decomposition.FactorAnalysis
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Non-negative Matrix Factorization

Método de descomposición útil para los casos en que los datos de los
que partimos sean positivos.

Descompone la matrix X en el producto de dos matrices W y H , de tal
forma que

X ≈ WH (22)

W y H se obtienen minimizando las distancia con X

d =
1
2
||X −WH ||2 =

1
2
∑
i,j

Xij −
∑
p

WipHpj

 (23)

A diferencia de la PCA, la representación de un vector se hace
superponiendo las componentes, sin substracción.

Pueden ser eficientes para la representación de imágenes y texto.

En scikit está implementado por decomposition.NMF
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Resumen

Para realizar clustering

el módulo cluster: KMeans, DBSCAN, AgglomerativeClustering
mixture: GaussianMixture

Para ver la cualidad de los clusters, en el módulo metrics:

Si no sabemos la estructura verdadera: silhoue�e_score
Si sabemos la estructura verdadera: adjusted_rand_score,
adjusted_mutual_info_score, homogeneity_score,
completeness_score

Para realizar reducción de la dimensionalidad, el módulo decomposition:

análisis por componentes principales: PCA, FactorAnalysis, NMF
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