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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación

Aprendizaje supervisado?

El aprendizaje supervisado no es más que, dado un input de features
{x1, x2, . . . , xm}, el ajuste de un modelo que aproxime la función de
f (x1, x2, . . . , xm) mediante el aporte de los valores de la función conocida,
que se conocen como labels o targets y = f (x1, x2, . . . , xm). Es aquí donde
entra la supervisión. Una vez ajustada la función a nivel óptimo, lo que se
pretende es la predicción del target de nuevos inputs.
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación

Clasi�cación

La clasificación es el aprendizaje supervisado donde lo que se pretende
predecir es una variable categórica.
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación

Clasi�cación

¿�é pasa ahora si nuestro target en vez de ser continuo (regresión) es
discreto (clasificación), por ejemplo y = {0, 1} después de codificar
nuestros labels?

Si ajustáramos un modelo de regresión, el output predicho sería
continuo. Necesitamos discretizar dicho output imponiendo un
threshold de asignación a clase, que nos daría una regla de decisión:

C1 si g(x) > threshold (1)

C2 si g(x) ≤ threshold (2)

La condición que separa ambas clases se conoce como Decision
boundary. En esta región el label es ambiguo

B = {x : g(x) = 0} (3)
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación

Funciones discriminantes

g(x) se conoce como función discriminante y es la mejor manera de
describir un clasificador.

Cada clasificador implica una serie en particular de funciones
discriminantes gy(x) para los diferentes labels y = 1, 2, . . . , nc .
gy(x) puede verse como una medida de probabilidad a la clase y por
parte de x.

De esta forma, la clase de x es asignada a aquella con mayor valor gy(x)

Cpred = argmax gy(x) (4)
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación

Funciones discriminantes

Algunos ejemplos:

Clasificador Lineal:

gy(x) = β0 +

m∑
j=1

βjxj

K-nn:

gy(x) =
K∑
i=1

I [(yi(k) == y]

Nearest centroid:
gy(x) = d(x, µy)

Naive Bayes:
gy(x) = p(y|x)

| 27th March 2019 8 / 52



Aprendizaje Supervisado II: Clasificación

Funciones discriminantes
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación

Caso lineal

Supongamos clasificación binaria, de tal forma que y = {0, 1}

Definimos una sola función discriminante como

g(x) = g(y==0) − g(y==1) .

Para el caso lineal

g(x) = β0 +

m∑
j=1

βjxj (5)

Para este caso, la regla de decisión

y = 0 si g(x) ≥ 0 (6)

y = 1 si g(x) ≤ 0 (7)
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación

Caso lineal: geometría de la decision boundary

Para dos puntos xa y xb sobre esta boundary,
se cumple que

∑m
i=1(xa − xb)Tβ = 0, luego

los coeficientes β ⊥ B

La distancia normal a B desde el origen, como cualquier x sobre B se
cumple g(x) = 0

ρ = − β0

|β|
, (8)

para ρ = |x| con x sobre B.

La distancia r de cualquier punto a la boundary B será además

r =
g(x)
|β|
∝ 1
|β|

(9)
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De la Regresión Lineal a Logistic Regression
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación | De la Regresión Lineal a Logistic Regression

Clasi�cación de la regresión lineal

Si recordamos del tema anterior, para la regresión lineal:

RSS =

N∑
i=1

(yi − f (xi1, xi2 . . . , xim))2

=
N∑
i=1

(yi − β0 −
m∑
j=1

xijβj)2

que minimizando daba

2XT (Xβ − Y) = 0 (10)
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación | De la Regresión Lineal a Logistic Regression

De linear Regression a Logistic Regression

Ajustando usando la regresión lineal e imponiendo un threshold de 0.5,
más o menos lo haría bien

El problema viene cuando empieza a haber puntos muy diferentes.

from h�ps://towardsdatascience.com/understanding-logistic-regression-9b02c2aec102
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación | De la Regresión Lineal a Logistic Regression

Logistic Regression

Es un caso lineal g(x) = β0 +
∑m

j=1 βjxj
Discretizamos el output mediante una función de activación para que
asintoticamente tienda a nuestro target:

y = f (g(x)) (11)

En logistic regression esto se realiza mediante el uso de la función
sigmoide

f (x) =
1

1 + e−g(x)
(12)
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Función logistica
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación | De la Regresión Lineal a Logistic Regression

De esta forma

g(x) > 0⇒ 1 > f (x) > 0.5 para y = 1 (13)

g(x) < 0⇒ 0 < f (x) < 0.5 para y = 0 (14)

Por tanto, el output va a estar entre cero y uno, se puede interpretar
como una probabilidad

p(y|x) = 1
1 + exp(−(β0 +

∑
j βjxj))

(15)
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación | De la Regresión Lineal a Logistic Regression

Ajuste en Logistic Regression

Estamos viendo el output como probabilidades. Podemos por tanto
adoptar un maximum (log) likelihood estimation (MLE) para ajustar el
modelo

L(β) =
N∑
i=1

log(pi(x;β)) (16)

Por tanto, para el caso de logistic regression con dos clases

L(β) =
N∑
i=1

yilog(p(yi|x))− (1− yi)log(1− p(yi|x)) (17)

Como en regresión lineal, los coeficientes β se calculan maximizando
L(β) (o minimizando −L(β))
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación | De la Regresión Lineal a Logistic Regression

(NOTA): el ajuste de mínimos cuadrados en regresión era un caso
particular de MLE cuando se suponía que seguían una distribución
normal.

Si cada observacion εi ∼ N (0, σ2) entonces pi ∝ e−(yi−β0−
∑m

j=1 βjxj)
2

El likelihood es el producto de N gaussianas

L(β) =
∏
i

pi(x;β) ∝ e−
∑N

i=1(yi−β0−
∑m

j=1 βjxj)
2

∝ e−RSS

maximizar L(β)⇔ minimizar RSS
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación | De la Regresión Lineal a Logistic Regression

Regularización en Logistic Regression

Asimismo, también se puede añadir un regulador de los features

L(β)→ L(β) + F(beta), (18)

con la forma de F definiendo diferentes tipos de regularización;

tipo L2 (Ridge) : F(β) = C−1βTβ

tipo L1 (Lasso) : F(β) = C−1|β|
En scikit, se puede encontrar en linear_model.LogisticRegression
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Support Vector Machine
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Support Vector Machines

Support Vector Machine permite, a diferencia de Logistic Regression,
aprender funciones no lineales y más complejas

Partamos de la función que minimizábamos en Logistic Regression:

L(β) =
N∑
i=1

yilog(p(yi|x))− (1− yi)log(1− p(yi|x)) (19)

De aquí se ve que:

Tanto cuando y = 1 y xTβ � 0 e y = 0 y xTβ � 0, el resultado es
bastante fiable.

En el resto de los casos, cerca de la decision boundary, no ocurre lo
mismo, contribuyendo a ésta de manera importante
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación | Support Vector Machine

Lo interesante entonces sería que el resultado encontrado sea lo más fiable
posible, o lo que es lo mismo, que podamos encontrar la boundary que separe
en mayor medida las clases.
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación | Support Vector Machine

En support vector machine, se toman solo los puntos más cercanos a la
boundary decision (support vectors) y se busca que la distancia o margen a
esta boundary sea máxima

minβTβ sujeto a:

xtβ > 1 si y = 1
xtβ < −1 si y = 0
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación | Support Vector Machine

clases no separables

Esto que hemos presentado antes es para el caso en el que ambas clases
son separables de manera clara.

Podemos flexibilizar esta condición añadiendo algún penalti a la función
de minimización:

C
∑
i

ξi (20)

C actúa como parámetro de regularización que controla el balance entre
la minimización con el ajuste y la complejidad del problema.
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación | Support Vector Machine

minβTβ + C
∑
i

ξi

sujeto a:

ξ > 0
xtβ > 1− ξ si y = 1
xtβ < ξ − 1 si y = 0
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación | Support Vector Machine

SVM como clasi�cador no lineal

Una propiedad importante y que convierte a SVM en un clasificador muy
potente es que es capaz de crear boundaries de clasificación complejas.

Para ello, en vez de ajustar x, lo hacemos en una function determinada
φ(x). Es decir:

g(x) = β0 +
∑
j

βjxj → β0 +
∑
j

βjφ(xj)

De esta manera, la dimensión del espacio aumenta, haciendo que un
clasificador no lineal se convierta en lineal
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación | Support Vector Machine

La elección de φ(x) puede ser compleja

Por suerte, todas las relaciones que involucran φ(x) lo hacen en forma
de productos

De esta forma, sólo es necesario especificar lo que se conoce como
función kernel

K(x, x′) = h(x)T · h(x′) (21)

Existen diferentes elecciones del kernel:
polinomio de grado d K(x, x′) = (1 + xTx′)d

Radial K(x, x′) = exp(−γ(x − x′)T (x − x′))
Neural Network K(x, x′) = tanh(κ1 · xTx′ + κ2)
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación | Support Vector Machine

En sckit se puede encontrar todo esto en svm.SVC,svm.LinearSVC,
svm.NuSVC
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Árboles de decisión
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Árboles de decisión

Los árboles de decisión son un método de machine learning de tipo no
paramétrico.

Se basan en la partición del espacio de features en rectángulos y ajustar
un modelo sencillo en cada uno.

Dos métodos muy conocidos: C4.5 y CART. scikit usa una versión
optimizada de este último, con el nombre tree.DecisionTreeClassifier
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación | Árboles de decisión

Árboles de decisión

Los elementos del árbol de decisión
son los siguientes:

Nodos internos que se van
dividiendo

Nodos hoja, que se encuentran
al final del arbol y que
determinan la clase

Para cada nodo interno se
asocia una function Qt(x)

Un condición de división
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación | Árboles de decisión

Árboles de decisión

Un árbol de decisión viene especificado por:

La forma del node impurity Qt(x)

El criterio de subdivisión de cada nodo

El criterio de parar de dividir

El valor predicho en cada hoja nodo
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación | Árboles de decisión

criterio de subdivisión

Dados la matrix de featurs X y el vector de targets y

Cada nodo t representa una region R.

Para cada feature j y punto de partición s, se divide los datos en

Rleft(j, s) = X |Xj < s

Rright(j, s) = X |Xj > s

Para cada par (j, s) se calcula la impuridad total:

G(R, j, s) =
nleft
Nt

Q(Rleft(j, s)) +
nright
Nt

Q(Rright(j, s)) (22)

Se seleccionan aquellos parámetros que minimizan la función de arriba

(j, s)∗ = argminj,sG(R, j, s) (23)
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación | Árboles de decisión

Valor predicho por nodo

Dado un nodo t que contiene Nt observaciones

p̂t,c =
1
Nt

∑
I(yi = c), (24)

siendo c las diferentes clases que existen

Las observaciones en ese nodo entonces se clasifican a la clase

c(t) = argmaxcp̂t,c

| 27th March 2019 35 / 52



Aprendizaje Supervisado II: Clasificación | Árboles de decisión

Node impurity

Existen varias medidas Qt(x) de la impuridad del nodo:

Gini index=
∑nc

c=1 p̂t,c(1− p̂t,c).

Cross-entropy = -
∑nc

c=1 p̂t,clogp̂t,c .

Misclassification error = 1−max(p̂t,c)

Scikit usa Gini index por defecto, aunque se puede cambiar.
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Algunas ventajas:

Simples de entender e interpretar

requieren poco preprocesado de los datos

Es computacionalmente escable ( complejidad logarítmica)

pueden manejar tanto datos categóricos como numéricos

white box

Algunas desventajas:

Suelen crear árboles muy complejos que no generalizan bien. Overfi�ing
suele ocurrir.

Suelen ser inestables ante pequeños cambios

Pueden crear árboles biased hacia la clase dominante (class
weight=’balanced’)
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Random Forest
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Random Forest

El algoritmo Random Forest pertenece al grupo de tipo ensemble, en el
cual se combinan algoritmos para mejorar la generabilidad y robusteza
de un solo clasificador
Dentro de este grupo se puede distinguir a su vez:

Métodos tipo Boosting, en el cual los clasificadores se van construyendo
de manera secuencial, reduciendo el bias, combinando módelos débiles en
uno más potente. En scikit: en-
semble.AdaBoostClassifier,ensemble.GradientBoostingClassifier
Métodos de tipo averaging, en el que varios clasificadores se construyen
individualmente y sus predicciones se promedian. De esa formma se
reduce la varianza. En scikit: ensemble.BaggingClassifier

Random forest pertenece a este último grupo, ya que como su nombre
indica, se trata de un bosque de árboles de decisión. En scikit:
ensemble.RandomForestClassifier
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Aprendizaje Supervisado II: Clasificación | Random Forest

Random Forest

Random Forest funciona de la siguiente forma. Para cada árbol del bosque de
Ntrees

1 Toma de la data completa un bootstrap sample de cierto tamaño

2 Construcción el árbol de decisión sobre este sample.

3 Para evitar árboles correlacionados, en este proceso se suele tomar
también un subset aleatorio de los features para dividir los nodos.

4 Output del conjunto de árboles de decisión.

5 Predicción de la clase mediante el promedio de la probablilidad predicha.
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Lazy algorithms
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Lazy algorithms

Los algoritmos de tipo lazy, como su nombre indica, son aquéllos que no
intentan construir una función general que discrimine entre clases, sino
que sólo almacena los datos y predice en base a ellos.

Como no modelizan una función, es difícil enteder las relaciones entre
los features y el target. Actúan como un black box.

Pueden ser aún así muy buenos predictores
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k-Nearest Neighbours

Este algoritmo simplemente almacena las observaciones de los datos en
el ajuste.

La clasificación se calcula simplemente por la clase mayoritaria de entre
sus k vecinos.

En scikit: neighbors.KNeighborsClassifier
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Métricas de clasi�cación
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Métricas de clasi�cación

La métrica por excelencia y defecto es el accuracy, que mide el ratio de
observaciónes bien clasificadas

acc =
1
N

N∑
i=1

I(ypredi = ytruei ) (25)

En scikit: metrics.accuracy_score
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Métricas de clasi�cación

A veces, nos conviene ver en más detalle otras métricas viendo las
relaciones entre las predicciones y los valores reales para las diferentes
clases. Esto se consigue mediante la confusion matrix.

Para el caso binario:

donde P = TP + FN es el número total de observaciones de la clase
positiva y N = TN + FP el número total de observaciones de la clase
positiva

En scikit: metrics.confusion_matrix
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Métricas de clasi�cación
Es muy util para el caso multiclass
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Métricas de clasi�cación

A partir de la anterior matriz es posible calcular otras métricas interesantes

False Positive Rate (FPR): FP/N

True Positive Rate (TPR): TP/P

Precision : TP
TP+FP . En scikit metrics.precision_score

Recall : TP
P . En scikit metrics.recall_score

F1: 2 Precision Recall/(Precision + Recall). En scikit metrics.f1_score
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Métricas de clasi�cación

Otra métrica muy utilizada son las ROC y PR Curves.

A diferencia de las métricas anteriores, aquí se calcula el rendimiento del
clasificador a medida que cambiamos el threshold de discriminación
para la asignación de clase.

ROC curve representa el TPR frente a FPR. En metrics.roc_curve
PR curve representa la Precisión frente al Recall. En metrics.roc_curve
En ambos casos, área bajo la curva mide el rendimiento del clasificador.
En scikit metric.roc_auc_score y metric.average_precision_score
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Métricas de clasi�cación
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Resumen: Clasi�cadores (algunos) en scikit

módulo Linear_model:
Logistic Regression LinearRegression

módulo svm:
SVC
LinearSVC
NuSVC

módulo tree:
DecisionTreeClassifier

módulo ensmble:
AdaBoostClassifier
GradientBosstingClassifier
RandomForestClassifier

módulo neighbors:
KNeighborsClassifier
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Resumen: Métricas de clasi�cación en scikit

En el módulo metrics:
Accuracy: accuracy_score
Matriz de confusión : confusion_matrix
Precisión: precision_score
Recall (o Sensitividad): recall_score
F1 score: f1_score
Área bajo la curva ROC: roc_auc_score
Área bajo la curva PR: average_precision_score
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